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Впервые средствами геометрической теории управления выполнен синтез линейной 
математической модели движения дизель-поезда в пространстве «вход-состояние», которая 
учитывает параллельную работу четырёх тяговых асинхронных двигателей. Полученная мо-
дель в канонической форме Бруновского позволяет исследовать и оптимизировать процессы 
не только разгона и движения состава с заданной скоростью, но и процессы буксования, юза, 




Вперше засобами геометричній теорії керування виконано синтез лінійної мате-
матичної моделі руху дизель-поїзда в просторі «вхід-стан», яка враховує паралельну ро-
боту чотирьох тягових асинхронних двигунів. Отримана модель в канонічній формі 
Бруновського дозволяє досліджувати й оптимізувати процеси не тільки розгону і руху 





For the first time by means of geometric control theory the synthesis of linear 
mathematical model of diesel-train movement in space "input-state," which allows for the 
parallel operation of four asynchronous traction motors is made. The resulting model in the 
canonical Brunovskiy form allows exploring and optimizing not only the acceleration and 
movement of the composition at a given speed, but also the processes of slipping, skidding, 
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ЛИНЕЙНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ ДИЗЕЛЬ-ПОЕЗДА 
 
Вопросы исследования и оптимизации функционирования тягового подвижного со-
става железных дорог в течение десятилетий привлекают внимание многих специалистов  
[1–5]. Большинство исследований выполняется с помощью математического моделирования 
на сложных моделях, описываемых системами обыкновенных дифференциальных нелиней-
ных уравнений высокого порядка. Однако поиск оптимальных решений на таких моделях за-
труднен. Поэтому в большинстве случаев при решении задач оптимального управления ис-
пользуются математические модели 2–5 порядка. При оптимизации функционирования по-
движного состава с тяговым асинхронным приводом использование моделей такого низкого 
порядка во многих случаях невозможно в силу того, что даже упрощенная модель тягового 
асинхронного привода с одним эквивалентным двигателем имеет пятый порядок системы 
обыкновенных дифференциальных нелинейных уравнений. В то же время исследования па-
раллельной работы двигателей, буксования, юза требует в математической модели не менее 
двух двигателей. Использование известных методов оптимального управления для решения 
задач оптимизации функционирования подобных объектов вызывает серьезные трудности 
[6, 7]. В связи с этим в работе [8] была предпринята попытка привлечь для решения задач оп-
тимального управления рассматриваемыми объектами методы геометрической теории управ-
ления [9], использующие динамическую линеаризацию исходной нелинейной модели. При 
этом удалось получить законы оптимального управления для объектов, которые описывались 
системами нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений 5–6 порядка. Для по-
иска оптимальных законов управления реальным приводом с учетом параллельной работы 
электродвигателей необходимо уточнение используемых моделей (получение систем обык-
новенных дифференциальных уравнений десятого и более высоких порядков) и разработка 
метода динамической линеаризации уточненных моделей (получение линейных моделей объ-
екта управления в форме Бруновского), и поиск оптимальных законов управления с помощью 
этих моделей. 
Целью работы является синтез с помощью средств геометрической теории управления 
линейной математической модели движения дизель-поезда в канонической форме Бруновско-
го для последующего решения задач оптимального управления с учетом параллельной рабо-
ты четырех тяговых асинхронных двигателей. 
Движение дизель-поезда в режиме тяги и в режиме перехода от тяги к буксованию 
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vr αα  (6) 
















=µ ;  
q – число двигателей; р – число пар полюсов статора у каждого двигателя; qmL   
)4,1( =q  – индуктивность контура намагничивания (взаимная индуктивность); qJ  
)4,1( =q  – приведенный момент инерции двигателя; qrL , 
q
sL  )4,1( =q  – полные индуктивно-
сти, соответственно ротора и статора; qurΨ , 
q
vrΨ  )4,1( =q  – потокосцепления по осям u и v 





















































; qrR , 
q
sR  )4,1( =q  – активные сопротивления роторных и статор-
ных обмоток двигателей; qr  )4,1( =q  – радиус колеса q-го двигателя; qvs
q
us uu   ,  )4,1( =q  – 
статорные напряжения q-го двигателя по осям u и v; q
qr
Vk
ϖ=6  )4,1( =q ; qϖ  – частота вра-
щения ротора q-го двигателя. 
Преобразование исходной модели к линейному виду начнем с введения в правые ча-
сти уравнений (3) и (4) новых управлений )8,1( =iUi , позволяющих убрать из соответству-











































Обозначив ;1 Sx =  ;2 Vx =  ;
1
3 urx Ψ=  ;
1
4 usix =  ;
1
5 vrx Ψ=  ;
1
6 vsix =  ;
2
7 urx Ψ=  ;
2
8 usix =  
;29 vrx Ψ=  ;
2
10 vsix =  ;
3
11 urx Ψ=  ;
3
12 usix =  ;
3
13 vrx Ψ=  ;
3
14 vsix =  ;
4
15 urx Ψ=  ;
4
16 usix =  
;417 vrx Ψ=  ;
4
18 vsix =  111 ka = ; 
11
22221 µ== kaa ; 
22
22423 µ== kaa ; 
33
22625 µ== kaa ; 
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22827 µ== kaa ; 329 ka = ; 4210 ka = ; 5211 ka = ; 
1




pkaa −= ; 
11
5333 mLaa α== ; 
1
6141 γ−== aa ; 
2




pkaa −== ; 229373 mLaa α== ; 
2
10181 γ−== aa ; 
3




pkaa −== ; 33133113 mLaa α== ; 
3
141121 γ−== aa ; 
4




pkaa −== ; 44173153 mLaa α== ; 
4
181161 γ−== aa , из системы уравнений (1) – (6) получим следующую модель, описываю-










































=++=    ;787392727717 fxaxxaxadt
dx
























С системой дифференциальных уравнений (7) связаны следующие векторные поля: 
,|  , ...  ,  ,|)( T1821 fff=xX  
T
1 0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,1 ,0 ,0,0=Y ,   
T
2 0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0=Y , 
,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 T3 =Y    ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,1 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0
T
4 =Y  
,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,1 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 T5 =Y    ,0 ,0 ,0 ,0 ,1,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0
T
6 =Y  
,0 ,0 ,1 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 T7 =Y    .1 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0
T
8 =Y  
Система уравнений (7) может быть преобразована к форме Бруновского только в слу-
чае, если инволютивны распределения }...,,,{span 821
0 YYYM = , 1M , ..., ,,span{ 821 YYY=  
,1YLX },..., 82 YLYL XX  и 
2M  для этой системы, где }...,,,{span 821 YYY  – линейная оболочка 
векторов 821 ,...,, YYY , kYLX  )8,1( =k  – производные Ли вдоль векторного поля Х векторных 
полей kY  )8,1( =k . Поскольку векторные поля )8 ,1(  =iiY  постоянны, то распределение 
0M  – инволютивно. Проверка условий инволютивности для распределения 1M  показывает, 
что оно не является инволютивным, однако проверка всех его подраспределений 
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,..,.,,span{ 821
1 YYYM =k }kYLX , 8 ,1=k , показывает, что они являются инволютивными. 
Поэтому дополнительные переменные или интеграторы можно вводить в любой канал 
управления. Однако введение 1, 2, …, 6 или 7 интеграторов в любые каналы не позволяет 
решить проблему получения инволютивного распределения 1M  для расширенной системы. 
Распределение 1M  становится инволютивным только при введении одного интегратора в 
каждый канал объекта управления. 
Для расширенной модели объекта управления введем следующие обозначения:  





j  56 xy = ; 67 xy = ; 79 xy = ; 810 xy = ; 
912 xy = ; 1013 xy = ; 1115 xy = ; 1216 xy = ; 1318 xy = ; 1419 xy = ; 1521 xy = ; 1622 xy = ; 1724 xy = ; 
1825 xy = . 































=+  ;8,1,032 ==ϕ + jj    ;675332526516 ϕ=++= yayyayadt
dy  
;91073122729719 ϕ=++= yayyayadt








   .24251732121722417124 ϕ=++= yayyayadt
dy
 
С этой моделью объекта управления связаны векторные поля: 
; ,, ...  , , ,)( T2625321 ϕϕϕϕϕ=yY  
 ; 0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,1 ,0 ,0 ,0 ,0 T*1 =Y  
 ; 0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 T*2 =Y  
 ; 0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 T*3 =Y  
 ; 0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 T*4 =Y  
 ; 0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 T*5 =Y  
 ; 0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 T*6 =Y  
 ; 0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 T*7 =Y  
 . 1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,0 ,0 ,0 ,0 ,0 T*8 =Y  
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Поскольку вектора *Yk  ( 8 ,1=k ) постоянны, то распределение ,{span
*
1
*0 YM =  
}...,, *8
*
2 YY  – инволютивно. Так как производные Ли вдоль векторного поля Y векторных по-
лей *Yk  ( 8 ,1=k ) являются постоянными векторами, то распределение 
*1M  для расширенной 
системы является инволютивным. Проверка инволютивности распределения  















2 YLYLYL YYY , где kYYL
2  ( 8 ,1=k ) – 
производные Ли второго порядка, показывает, что оно не является инволютивным. Однако 




1 YLYL YY  
}*2 kYLY , 8 ,1=k , распределения 
*2M . Этого оказывается достаточно для осуществления ди-
намической линеаризации и получения системы линейных дифференциальных уравнений в 
форме Бруновского. На основании теоремы о линейных эквивалентах для нелинейных аф-
финных систем с m управлениями [9], получим, что каноническая форма Бруновского имеет 
8-м клеток, а индекс управляемости kmax для данного объекта равен 8. Математическая мо-
дель объекта управления в форме Бруновского в пространстве «вход – состояние» имеет сле-
дующий вид: 










i  (8) 
где vj ( 8 ,1=j ) – управления. 
Поскольку модель объекта в форме Бруновского имеет 8-м клеток, то необходимо 
определить 8-м функций )( yjT  ( 8 ,1=j ), преобразующих переменные расширенной модели 
объекта управления в переменные модели в форме Бруновского: 
.21...,,9,6,3,3/)3(),(  );( 311 =+=== + kklTzTz lk yy  
Методика определения этих функций известна [7, 8]. В данном случае они являют-
ся однокомпонентными составляющими вектора ) ..., , ,( 2621 yyy=y . Из этих функций пу-
тем последовательного дифференцирования вдоль векторного поля ++= *U 11YYY
*  
*
8822 ... YY UU
* +++  можно получить выражения для определения соответственно 
5432 ,,,  z z zz  (из функции )(1 yT ), 87   , zz  (из функции )(2 yT ), 1110,  zz  (из функции  
)(3 yT ), 1413,  zz  (из функции )(4 yT ), 1716   , zz  (из функции )(5 yT ), 2019   , zz  (из функции 
)(6 yT ), 2322   , zz  (из функции )(7 yT ), 2625   , zz  (из функции )(8 yT ). В качестве примера 
рассмотрим получение зависимостей для определения 5432 ,,,  z z zz  с помощью функции 
)(1 yT . Дифференцируя функцию )(1 yT  вдоль векторного поля 
*Y  и учитывая, что 
432 ,,  z zz  и их производные не зависят от управлений, получим функции перехода к ка-
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Аналогичным образом, задавшись значениями функций 662  )( zyT ==y , 
993 )( zyT ==y , 12124 )( zyT ==y , 15155 )( zyT ==y , 18186 )( zyT ==y , 21217 )( zyT ==y , 
24248 )( zyT ==y , могут быть получены соотношения для определения остальных перемен-
ных модели в форме Бруновского. 
На рис. 1 и рис. 2 приведены процессы, полученные с помощью математических 
моделей (7) и (8). На рис. 1 с помощью переменных 1x  (модель (7)) и 1z  (модель (8)) по-
казано изменение во времени пройденного дизель-поездом расстояния при разгоне соста-
ва до 60 км/ч на ровном участке железнодорожного пути. Как следует из рисунка 1x  ≡ 1z . 
На рис. 2 показаны изменения скорости дизель-поезда, полученные с помощью модели 
(7), переменная 2x , и модели (8), переменная 2z , как видно из рисунка 2x  ≡ 2z . Таким 
образом, математическая модель в форме Бруновского (8) эквивалентна исходной нели-


















Рис. 1. Поведение переменных 1x  и 1z во времени 
 
















Рис. 2. Поведение переменных 2x  и 2z во времени 
 
ВЫВОДЫ 
Таким образом, впервые средствами геометрической теории управления получена рабо-
тоспособная линейная математическая модель движения дизель-поезда в канонической форме 
Бруновского, которая учитывает параллельную работу четырёх тяговых асинхронных двигате-
лей. Полученная модель может использоваться для поиска оптимальных управлений, а также 
для исследования процессов буксования и юза, а также параллельной работы двигателей. 
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